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PROGRAMA

1. Introducdo a andlise de regressao;

2. NocOes de covariancia e correlacdo;

3. Regressao linear simples e multipla:
e estimacdo dos parametros;
e Tabela de analise de variancia (ANOVA);
e distribuicoes de probabilidades: Normal, t-Student, F-Snedecor e
%%
e interpretacao dos coeficientes;
e analise dos residuos;
o teste F-parcial;
e correlacao parcial e multipla;
e variaveis indicadoras,
e como avaliar os efeitos de confusao e interacao;
e escolha do melhor modelo;

4.Analise de regressao logistica simples e mdltipla:
e 0 modelo logistico;
e estimacdo dos parametros;
e interpretacao dos coeficientes;
e medidas de ajuste do modelo;
e como avaliar os efeitos de confusao e interacao;
e escolha do melhor modelo;
e analise de residuos.
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Historia natural dos alunos do
curso de Regressdo Logistica
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Modelos de Regressao

Y: variavel de interesse, resposta ou dependente

X;: variaveis independentes, co-variaveis

i
Y=H(X)

E a escolna do modelo de regressao
dependera de 2 aspectos:

e O delineamento

e Qual a variavel dependente.
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INTRODUCAO A ANALISE DE REGRESSAO

Na pratica ha diversas situacdes em que a analise

de regresséao € apropriada:

1.

Quando se deseja caracterizar a relacdo entre
uma variavel dependente (Y) e uma ou mais
variaveis independentes (X)), ié, avaliar a extensao,

direcao e forca da relacao (associacao).

Procurar uma funcdo matematica ou equacao
para descrever a variavel dependente (Y) como
funcdo da variaveis independentes (Xj), i€, predizer
Y em funcéo dos Xj; determinando o melhor modelo

estatistico que descreva essa relacao.

Descrever quantitativa e/ou qualitativamente a
relacdo entre os Xj e Y, controlando o efeito de

outras variaveis (Cj).

Verificar o efeito interativo de 2 ou mais variaveis
independentes as quais se relacionam com a
variavel dependente.
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5.

Determinar quais das muitas variaveis
independentes s&o importantes para descrever ou
predizer a variavel dependente. Ordenar as
variaveis independentes em sua ordem de
importancia em relacéo a variavel dependente.

Comparar multiplos relacionamentos derivados da
analise de regresséao.

E importante ser cauteloso sobre os resultados
obtidos em uma analise de regressao, ou, de uma
maneira mais geral, em qualquer analise utilizando
técnicas estatisticas que procurem quantificar uma
associacao entre 2 ou mais variaveis.

A analise estatistica pode estar correta, porém 0s
dados podem estar viciados e/ou incompletos.

(vicios no delineamento, na amostragem, nas
medidas, na escolha das variaveis e outros)

O achado de wuma associacao estatistica
significativa em um particular estudo néao estabelece
uma relacao causal.
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QUESTOES BASICAS

Qual a funcdo matematica mais apropriada a ser
utilizada? (Em outras palavras: os dados se ajustam
melhor a uma reta? A uma parabola? A uma funcao
logistica?)

Como determinar o melhor modelo que se ajuste
aos dados?

Qual a validade e a precisdo da(s) estimativa(s)
do(s) coeficiente(s) de regressao?

A presenca, no modelo, de determinada variavel
independente melhora a precisdo do mesmo?

Dado um modelo especifico, o que ele significa?

ESTRATEGIAS (stepwise):

MODELO MAIS COMPLEXO = MAIS SIMPLES
(BACKWARD SELECTION)

MODELO MAIS SIMPLES = MAIS COMPLEXO
(FORWARD SELECTION)
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O COEFICIENTE DE CORRELACAO LINEAR DE
PEARSON (p)

E a analise da associacdo entre 2 variaveis quantitativas

(a) (b) (c)

O coeficiente de correlacdo linear de Pearson € definido

como:
cov(X,Y
r=corr(X,Y) = (—)
SxSy
X (X=X (-Y)
onde cov(X,Y) = n—1

e também pode ser escrito como:

n — _
1 X, —X)(¥;-Y)

r=corr(X,Y) n_1‘1 3, S,
i=

Isto €, o coeficiente de correlacdo € a média dos produtos dos
valores padronizados das variaveis X e Y.
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O coeficiente de correlacao de Pearson:
v" Assume valores entre -1 e 1 (-1 < corr(X,Y) < 1)
v’ Valores préximos de 1 ou -1 indicam uma associacao
forte
v' Valores préximos de zero quando néo existe associacéo

O coeficiente de correlacdo mede:
v Presenca de associacéo linear
v’ Forca de uma associacéo linear

r=1 r=-1 r préximo de O
> % > > //
/'/ ° > /e
o/ .\ /o
e '\.\0\ . P,
e . L
X X X
r proximo de 1 r proximo de -1 r proximo de 0
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Alguns autores sugerem avaliar a presenca de associacao
linear a partir do coeficiente de correlacdo do seguinte
modo:

e de 0,10 a 0,39 - fraca
e de 0,40 a 0,69 - moderada
e de 0,70 até 1 - forte

Mas nao h4, de fato, uma norma rigida sobre isto.

Deve-se levar em conta o contexto, o tamanho da amostra
e sempre avaliar a associacdo observando conjuntamente o

coeficiente de correlacao e o diagrama de disperséo.
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TESTE DE HIPOTESE PARA p:

H,:0=0
H_:0=0
tO:r.n—Z ; onde t_—t_
1—r?
obs : é equivalente ao teste H, : 7, = O,
] o ~ S
pois S, =p—- o P =r -
O x Sx

INTERVALO DE CONFIANCA (IC):

IC iIn[l_'_rj ziln[l_l_rji ‘1o
2 1—r 2 1—r Vn-3

OBS: como HO : p = 0 pode ser escrito inteiramente em
termos de r e de n, pode-se realizar o teste de hipdtese
mesmo sem 0 ajuste de uma linha reta.
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O MODELO DE REGRESSAO

A analise que utiliza um modelo de regressao é
indicada quando se deseja caracterizar a relagao entre
uma variavel dependente (Y) e uma ou mais variaveis
independentes (Xi), descrevendo Y como f(Xi),
estimando a extensdao, a direcdo e a forca desta

relacdo/associacao.

A escolha do modelo depende do delineamento do

estudo e do tipo de variavel dependente.
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O modelo de regressao linear simples.

O modelo de regressao linear simples refere-se a analise da
relacdo entre a varidvel dependente (Y) e uma unica variavel
independente (Xi), ambas quantitativas, assumindo que Y tem

distribuicao Normal.

A anadlise da associacdao entre duas varidveis quantitativas é
feita através do coeficiente de correlagao linear de Pearson (r).
Primeiramente, deve-se construir um diagrama de dispersao
para verificar qual a dispersao dos pontos.

Por exemplo, o grafico mostra que pode-se assumir que
existe uma relacao linear entre as duas variaveis. Por isso, a
utilizacdo de um modelo de regressao com a funcdo de reta é

adequada.
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A funcdo que representa uma reta é o modelo de

regressao linear simples:

Y=0o+ P *X

Y:variavel dependente

Onde:

X: varidvel independente

Bi: sao os coeficientes de regressao a serem estimados.

Na populagdo
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O MODELO DE REGRESSAO LINEAR SIMPLES

SUPOSICOES

1. Distribuicao Normal

Para um valor fixo da variavel aleatoria (v.a.) X
(que, idealmente,deve ser continua), Y € uma v.a. com
distribuicdo normal, com média e variancia finitas.

Y & N(Y—xi ! SY/Xi)

2. Os valores de Y séo independentes uns dos outros.
(as vezes esta suposicdo € violada quando se faz diferentes
observacdes no mesmo individuo, em tempos diferentes)

3. Linearidade

O valor médio de Y (in) é uma funcédo de linha
reta sobre os X;.

4. Homocedasticidade
A variancia de Y € a mesma, qualquer que seja X.

vix. =Syix . Viek;ie Sy, =S* para todo X.
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Conditional
Probability
of
Given X /y
—
i /\ - //.
ﬁ;['\‘\_/ = = E(Y)=a:8X
0 X, = e - \

X

Figure 6.1: An Illustration of a Heteroscedastic Error Term Distribution for 2
Bivariate Regression Model: COV[VAR(¢), X] >0
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METODOS DE ESTIMATIVAS DE
PARAMETROS

METODO DOS MINIMOS QUADRADOS

E o método que determina a linha reta mais
apropriada, minimizando a soma dos quadrados das
diferencas entre os valores estimados de Y por meio
da reta de regresséao (¥) e os valores observados de
Y.

METODO DA MAXIMA VEROSSIMILHANCA

Consiste em determinar uma funcao, denominada
funcao de verossimilhanca [L(y,<9)], gue é a funcéao
de probabilidade de ocorréncia daquele especifico
consjunto de dados e estimar os parametros que
maximizam a mesma.
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O MODELO DE REGRESSAO LINEAR
SIMPLES

A funcao que determina uma reta é: Y = 5 + 1 X,

Porém, como se deseja fazer uma estimativa, a
reta de regressdo estimada pode ser escrita da
seguinte maneira:

A A N

N
Y=Bg+PB1X ,eY=Bpg+p1 X+e @, ondeec=erro=Y-Y

N N
Po e P1 sio estimados pelo Método dos Minimos
Quadrados da seguinte maneira:

Em uma amostra de tamanho n tem-se n pares de
observacbes das v.a. X e Y: (X1, Y1), ... (Xn,Yn) € N
equacbes dotipo @.

Somando-se todas as n equac0Oes, tem-se:

n

ZYi:Z

1=1 1=1

[,Bo+,81 X, +gi]
A soma (S) dos quadrados dos desvios (g) é:

> ()= 3% -h-px,)

i=1 i=1
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Para se encontrar os valores de Byep; que

minimizam a equacdo acima deve-se deriva-la em
relacédo a By e B4, igualando as equacoes a zero. (Nao

Se preocupem que nao irei demonstrar iSSo nesse
curso!!).

Dessa maneira os valores estimados para g e 34
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Analisando melhor a equacéao O ...
Y =By+BX+¢& (lembrando que ¢ =residuo=Y, - Yi)
Qual o valor esperado parae? (¢ —>0)

Na verdade, € ~ N(0,S,).

Substituindo-se o valor de [ASO na equacao @
encontra-se que:

Isso significa que quando X. > X=Y, > Y.
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PRECISAO DA RETA ESTIMADA

Considera-se a seguinte identidade:

Y=Y ) (vev)

Elevando-se ao quadrado os 2 lados da igualdade
acima e fazendo-se a soma de todas as n equacoes
(i=1,2, ...,n), obtem-se:

iznl:(vi —\?)Zziz::(vi—vi)2+inl(\?i—‘jg ‘0 ®

\p J J
SQT SOR SQM

. SQT:_soma de quadrados total, ié, soma dos
guadrados dos desvios do valor de Y da i-ésima
observacao em relacdo a média dos Y.

SQR: soma dos quadrados devido aos residuos,
i€,a soma dos quadrados dos desvios entre o valor
de Y da i-ésima observacéo e seu valor estimado.

SQM: soma dos quadrados devido a regresséo,
ie, a soma dos quadrados dos desvios do valor
estimado de Y para a i-ésima observacao e a média
dos Y.
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A equacdo ® ¢é chamada a EQUACAO
FUNDAMENTAL DA REGRESSAO e pode ser
reescrita como:

soma dos quadrados sobre a média (SQT) = soma de
quadrados sobre a regressdo (SQR) + soma de
guadrados devida a regressao (SQM).

Isso significa que a variacao total dos Y's sobre
sua media pode ser explicada uma parte pela linha de
regressao e outra pelos residuos. Se todos os Y's
caissem sempre na linha de regressao a SQR seria
zerol!

Portanto, quanto mais a SQM for proxima da SQT
melhor.

Dai deriva-se uma medida quantitativa de

precisdo da reta estimada denominada r2 (coeficiente
de determinacao),

r? :SQI\%QT:>0£r2 <1

quanto mais r* — 1, melhor
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FONTE SQ GL MEDIA F
QUADRATICA
(MQ)
DEVIDO A\g{zxn_QﬁﬂQﬁﬂ} 1 |SQM/GL |F.(1n-2)=
~ n
REGRESSAO
DEVIDO AO| por subtracio n-2 |g2_SQR | MQM
RESIDUO GL | MQR
TOTAL =V, n-1
I
n

SQT = SOQR + SQM

1=1

3V

v) -

S(v-v) 3
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REGRESSAO LINEAR SIMPLES

1. O MODELO

Y=8,+pX+¢

Y=B,+BX=Y+ ﬁl(x - 5() {Iembrar queY =Y, YY,XIJ
Y~ N(AﬂO+AﬂlXi;Szj

1.1.Estimativas para Sz(Si/x)

SOR n-1 A
a) Sslx:n?zzn_z(sé_ﬁisij 1 Seﬂlio

SQM
b) S\Z(/XZQT , 5eP, =0
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2.1.INTERVALO DE CONFIANCA PARA
Qi = YY/Xi = Y+ ﬁl(xi — 5()

1 [Xi_x)z

n " (n-1)SZ

IC = ?iitn—Z,l—a Svix

2.2. TESTE DE HIPOTESES PARAY, =Y,

AN

2.3 INTERVALO DE PREDICAO PARA Yi, onde Yi é
observacéo e n&o parametro.

2
1 (Xi‘x)

IP:\?+A(X.—)_()it S 1+ =+ ——"—
IBI i n-2,1-a YY/X n (n_l)s)Z(
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3. A INCLINACAO: Bi.

a) o estimador:

EH)(Y) sk (S

S s (ex) T i - (Ex)

b) o Intervalo de Confianca (IC) :

— SY/X

IC = +t D
Attozieg fna

C) o teste de hipotese :

H,:3 =0
H.:B =0
c.1l.) teste F:
MQM
F= MQ A/IQR ,onde F ~F,,
c.2.) teste t:
B S,./n-1
. = 1 Sx ,ondet, ~t__,
SY/X
SZ
d) SZ — > Y /X
B Si(n-1)

27
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4. O INTERCEPTO: Po

a) o estimador:

B =Y—3X
b) o intervalo de confianca (IC) :

. 1 X2
IC = A=£t, ..., SY/X\/F_F (n-1)S2

C) o teste de hipotese :

H,: 3 =0
H,: =0
t, = £ ; onde
S l+ X*
>N n (n-1)S2

1 X?
d) S® =82, | =
) 730 Yix n+(n—1)S>2(

28

REG - MARIA DO ROSARIO D.O. LATORRE - 2026



sBP

29

HO:B1=0 néo é rejeitada

Y Y
°
* ., O.....oo.
.o et 0,4,° ee® e’
...... ..‘.. .: e o ©
®s o o o ° '..o
. °
.
X X

(a) {b)

Examples when Hy: B, = 0 is rejected

Y

240
1

220 | . upper 90% prediction band
200 |
180 |

160 A

140 -

120 1 \ lower 90% prediction band

0 20 30 40 50 60 70 80
Age
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O COEFICIENTE DE CORRELACAO (p) E A
ANALISE DE REGRESSAO

Na analise de regressao linear, um estimador
para o coeficiente de correlacéo é:

A Sx 2
pL=r=_==" L1
Sv

propriedade : r tem o mesmo sinal de S,

~

ser >0= ,&1>O

ser =0— ,&120

.
.

ser <0— ,&1<O

~—

Ou seja, o teste de hipotese do modelo de regressao (t
ou F) € o mesmo do coeficiente de correlagao.

Hy: p=0
H:p#0

Isto equivale a testar as hipoteses
Hy: 3, =0
H:p,#0
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Lembram-se do r2? Na verdade, r2 = (r)2.

R? = 12 :SQI\%QT

como -1<r<+l1 = 0<R?*<1
quando R? :1:>,A81¢OeSQR = 0 .. oajuste é perfeito!!!

por outro lado, quando R* =0 :>,AB1 =0 eque SQT =SOR =
ndo ha melhora na predicéo de Y , quando se utiliza X.

O gue r2 ndo mede:
1. a magnitude da inclinacdo de uma reta de
regressao;
2. nao é uma medida apropriada para avaliar a
linearidade do modelo.

quando r2 é baixo
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6. ANALISE DOS RESIDUOS (g;=e)):

Suposicoes:
a) os e; sdo independentes, ié, COV(e;,ey) =0, para i=k.

b) e, ~N(0,S,), ondeS? = constante

6.1. Analise Global:

ﬁf
P 94&'(/400 otve fer a
) Oporbrics  ote uwmcoo
¢ . cervm nermol
, T v - T 4e"
e €. en

see, ~ N(0;S,) = —Xe N(0;)
o x] ye
onde S? = =4__ . p=no.de variaveis indep.
n-p n-p

. IC gy, (6, )=[~1.96;+1.96]

teste estatistico: aderéncia dos ej a curva Normal.
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AN

6.2. Grafico e; x Y,

"
‘1 x x x A
-.‘ N —% u v T = Y.
.,:‘ x'e 30 do 4o Y 6o .
-¢ 9 X x x
¥ %
x
I 4
X X ‘
] = Y —F » 4
4 : i Yy §$ 623 9 o 0 ." "l
-5
x X ¥
-40

® ('( o X L € ¢ n
oL x % » oy ® « }‘D P -
> . “9“4—0\40\0 qu‘a

£
"’.Kn,.‘
%t PROBLEMAS | ]/
ﬂ" .
(2) e
. . —= <
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© a variancia nao €& constante (conforme suposto):

deve-se fazer uma na variavel
dependente Y;, da andlise de regressao ou fazer

a estimacao por minimos quadrados ponderados.

® erro na analise de regressao: o modelo esta viciado.
® o0 modelo é inadequado. S&o0 necessarios termos
adicionais (ex:quadratico ou produtos cruzados) ou é

necessario que se faca uma transformacao na variavel
dependente Y antes da analise.

6.3. Grafico e, x X.:idem ao 6.2.
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7. VALORES ABERRANTES (OUTLIERS)

Um valor aberrante € um ponto peculiar do
conjunto de dados e, por isso, deve ser examinado
cuidadosamente para que se descubra a razao de sua
particularidade.

Ndo é prudente descartd-lo sem antes se
proceder a uma investigacao. Ele pode ser
descartado quando seu valor for devido a um erro de
mensuracao e/ou registro ou devido a outro fator
externo ao estudo.
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Como iniciar a analise de um modelo de regressao
linear multipla?

Primeiramente, fazer os modelos de regressao
linear simples, incluindo a analise de residuos,
selecionando:

1. Aquelas variaveis independentes com p<0,20 (ou
qualguer outro ponto de corte; a sugestdo €
NUNCA colocar, como ponto de corte p<0,14).

2.A(s) variavel (eis) independentes de interesse,
que devem estar descritas nos objetivos.

3. Selecionar as possiveis variaveis independentes
de controle (do ponto de vista estatistico ou do
ponto de vista da epidemiologia).

4. Fazer a matriz de correlagdo para avaliar se
existe colinearidade perfeita (r>0,95 entre as
variaveis independentes) e a ordem de entrada
do modelo.
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MATRIZ DE CORRELACAO

E uma matriz (k+1) x (k+1), sendo k o nimero de
variaveis independentes que serdo testadas no
modelo mudltiplo. Nesta matriz aparecem 0s
coeficientes de correlacédo (r) entre todas as variaveis
de estudo, sendo que na primeira linha (ou primeira
coluna) deverdo estar os coeficientes de correlacéao
entre a variAvel dependente e as variaveis
independentes. Esta é uma matriz com a diagonal
unitaria.

Y X1 Xs X3 . Xk
Y 1 'y x1 'y x2 'y x3 Iy xk Iordem de entrada das variaveis indeper
X1 1 Iaxe Txixs I1,xk
X5 1 I'x2 x3 I'x2 xk [colinearidade
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ANALISE DE REGRESSAO LINEAR

MULTIPLA
(MULTIVARIADA ?7?7?7? ->nunca usar esse
termo)
Y=L+ X +BX, 4+ B X+ K : numero de variaveis

Y :v.a. dependente

Xj : v.a. independentes (regressores)

Bj . coeficientes de regressao (a serem estimados)
unidade de cada Xj, quando todas as outras variaveis
independentes permanecem constantes)

eX

E(Y/Xl_XZ_ ..... = X, =0)= 4,

E(Y/ X, =1 X, =..= X =0)=B,+ S

E(Y/ X, =1 X, =X5=..= X, =0)= Sy + 55,

E(Y/ Xy =X,=1X3= X, =...= X =0)= By + 1+ B,
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ESTIMATIVA POR MINIMOS QUADRADOS:

2
n A
(Yi —Yi) — achar os /3, que minimizam esta expresséo
=1

€ . erro = residuo (desvio do verdadeiro valor de Y em

relacao ao valor estimado pelo modelo, ié, (Yi —Y,j
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SUPOSICOES BASICAS
Sao as mesmas do modelo simples, porém com
extensao para multiplas variaveis.

1. Distribuicao Normal
Para um conjunto de valores fixos das v.a. X;

(que, idealmente, devem ser continuas), Y € uma v.a.
com distribuicdo normal, com média e variancia finitas
(aqui se trabalha em um espaco k-dimensional).

YI ~ N (_Y_Y/xl,x2 ..... Xy 18)

2. Os valores de Y sé&o independentes uns dos
outros.

3. Linearidade

O valor médio de Y (Y,,y, x,..x,) € uma fungéo de
linear sobre os X;.

4. Homocedasticidade

A variancia de Y é a constante, qualquer que seja
0 conjunto dos X;,

5.N&o existe correlagdo entre os erros, ié, para

quaisquer 2  amostras tem-se  que
COV(g,&)=0, Vi=l.
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6.Cada variavel independente ndo esta correlacionada
com o termo de erro, i€, para cada
X;, COV(X;&,)=0

7.Nao ha colinearidade perfeita entre as variaveis
independentes, i€, nenhuma variavel independente
esta relacionada linearmente, de_maneira perfeita,
com uma ou mais variaveis independentes.

EQUACAO GERAL DA REGRESSAO

inl(vi —\?jzzizni(vi—\“(i)2+%(\?i—\?)2 .o .
J J J
SQT SOR  SOM

SQTotal=SQ devida ao residuo + SQ devida a regressao
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ANOVA (modelo geral)
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FONTE SQ GL MQ FroTaL
regressao Z(A.—\?)Z k SQ'V% Fo(kon-k-1) =
1 A\2| noke1 | SQR MQM
residuo Z(Yi —Yi) nk-1 | SR/ ) QAAQR
TOTAL n-1
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ANOVA (adicao de variaveis)

FONTE SQ | 6L | MQ Fparcia
SQM
regressao X1 * 1 Q X% Fo(l,n—1—1)=MQ'V'x1 MR
XalXq * 1 SQM X% FO(Ln—Z—l)zMQM%QR
* lllllllll
Xp/X1.X2,.- X1 1 SQM X% F(l,n—k—l):MQ'VIX MQR
2
residuo z(Yi—\?ij nk1 | 3k
2
TOTA Z(Yi —Y) n-1
L

* formulas nas paginas seguintes.
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TESTES DE HIPOTESES

1. Teste de significancia do modelo geral

{Ho:ﬂl :,82 = = ﬁk =0

H,: existe pelo menos um dos f3; # 0

F = MQ%QR ondeF ~F .,
R2
k.
FO - 1_ R2
n—k-1

2. teste do intercepto

Ho: By =0
H,: 5, =0
SQR(modelo sem ;) — SQR(modelo com S;)
1

F, = E ~

0 SQR(modelo com 43;) ‘

n-k-1
ny?

FO = 1 ) F -~ F

[ 1,n-1

44

I:1,n—k—1
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3. Teste do F parcial

(Hy: 8 =0 ,nomodelo Y = B, + B X, +..+ B, X, + X
H,:8 #0

H, : X" melhora significativamente a predicao deY,

| dado que X, X,,..., X, Jaestao nomodelo
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4. Teste multiplo do F parcial

(Ho:ﬂ* = =...= & =0 nomodelo

Y =B+ BX . ABX, + B X+ B XK+ A4 X
bloco de variaveis

H,:pelo menosum g =0
H,: o bloco inteiro dos X melhora significativamente a
predicao de Y, dado que X, X,,..., X, jaestao no modelo

SQM(X;, X5 oo, X 1 Xy, Xy X ) =
= SQM(X;, X, oo, X, X1, X5 1o, X ) = SQM( X, X, X))

sQM(x;,x;‘,...,x;/xl,xz,...,xp)/
k

" Fmpo(XI’X;P"’XI:/Xl’xz"“’xp):

MQR(Xy, Xy oo X X1 X5 e X )

Foe (X1 X5 et X 1 X X X )~ B i

mp¢

OBS:
1. como reconhecer variavel de confusao?

2. como testar interacdo entre 2 variaveis
independentes?
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CORRELACAO MULTIPLA

Y = o+ PiXy+ B Xy +. A B Xy

DEF.
n [ A =
(% - -V)
r r .= =1
Y /X1, X5, Xy Y,Y n _od . 2
(07
i=1 i=1
n A
VY, —nY?
i=1

47
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Coef. de determinacdo multipla ajustado (r?.)

2
et

2 . .~ y
Iy =@ leva em conta a chance de contribuicdo de cada variavel

incluida, subtraindo-se o valor que seria esperado se nenhuma
variavel independente fosse associada a variavel dependente.
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O COEFICIENTE DE CORRELACAO PARCIAL

I'vxixj =@ € uma estimativa de py xix;

Vamos supor a situagdo em que tenho apenas duas
variaveis independentes X e Xo.

2 2
2 _Ovix, TOYIX, X,
pY,X1/X2 - 2
Ovix,

Nesta situacdo particular, tem-se que o coeficiente de
correlacdo parcial ao quadrado é:

2 2
SY/x2 _SY/X1,X2

r; =
Y,XJ_/XZ SYZ/XZ
2 _ SQR(do modelo so com X, ) — SQR(do modelo completo, ie, comX, e X,)
Y. XalXa SQR(mod elo so com X,)
2 _extra SQ devido a adicao de X;, dado que X, ja estava no modelo
Y. Xal X SQR(modelo so com X,)

ox, =W x, -Txy, %,

ry,X1/X2 - \/(1_ rYZ,xz ).(1_ r)%bxz)

A estatistica Fparcial(Xp/X1, X2,...Xk) € a utilizada para testar
S€ Ky xp/x;.%,...x, =0-
J 1172200 k
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COLINEARIDADE

Y =f,+ 0. X+ B,X,

pode - se demonstrar que: ,b’j:c{ 1 }e

que S, B, e B, sao diretamente proporcionais a/J{ )

T UIX1.X

FIV: fator inflacionario da variancia
1
1- RJ?
quando FIV >10= ha colinearidade
FIV>10= R; >090=r, > 095

FIV =

Para se evitar a colinearidade pode-se
"centralizar" a variavel.
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VARIAVEIS QUALITATIVAS (CATEGORICAS) EM
MODELOS DE REGRESSAO

H& dois métodos para se analisar variaveis
categoricas em em modelos de regresséao linear:

METODO 1
Estimar uma equacao de regressao para cada
categoria da variavel.

METODO 2

Definir uma(algumas) variavel(eis) dummy e
incorpora-la(s) no modelo. Este método € menos
poderoso.

VARIAVEIS INDICADORAS

Variaveis indicadoras (ou dummy ) sdo quaisquer
variaveis que tém um numero finito de valores que
representam diferentes categorias de uma variavel
gualitativa.

As variaveis indicadoras sao utilizadas em
gualquer modelo de regresséao.
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Exemplo:

Y= PAS
X = idade :
Z =0=sexo = masculino
Z = sexo .
Z=1—= sexo = feminino

Y = Bo+ X+ pr L+ X2 (l)
qdoZ=0=Y,, = B, +BX (2)
qdoZ=1= Y. =S, + X+ 6, + X &

Ye =(Bo+B)+(B+B)X (3

O modelo (1) incorpora as 2 equacOes de
regressao separadas [(2) e (3)] em um Unico modelo.
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COMPARACAO DE 2 RETAS DE REGRESSAO

Questao:sera que a associacao entre PAS e idade € a
mesma para homens e mulheres?

)

'ﬂ
%%: 93,08+-0%SY

— ¢

Perguntas:
1. As inclinacdes das 2 retas sao iguais?(ié, existe

paralelismo?)

2. Os interceptos das 2 retas sao iguais?(somente
no caso das 2 retas ndo serem paralelas)

3. As 2 retas tém interceptos e inclinacbes
iguais?(ié, sao coincidentes?)

e
-
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"PASSOS" PARA SE FAZER MODELAGEM EM
REGRESSAO

1.Selecionar as variaveis independentes, nao se

esquecendo das possiveis variaveis de ajuste;
2.Codificar previamente as variaveis;

3.Fazer graficos de dispersao (scatter plot) com todas as

variaveis, 2 a 2;

4.Fazer a analise univariada das variaveis independentes,

nao se esquecendo de fazer a andlise de residuos.

5. Fazer a matriz de correlacdo para avaliar a
colinearidade das variaveis independentes e definir a

ordem de entrada das mesmas no modelo multiplo.

6.Fazer a analise multipla, avaliando a significancia do

modelo qgeral, de cada uma das variaveis e do

incremento de cada uma delas, através do teste F e

Fparcial (ou teste t)- N&ao se esquecer de avaliar os

possiveis efeitos de confusdo e a colinearidade entre

as variaveis;
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7.Decidir pelo melhor modelo, i€, o mais "ajustado".

Fazer a estimacao por ponto e por intervalo de cada um

i

dos :

8.Avaliar as interagoes se for o caso.

9. Fazer analise dos residuos.
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ANALISE DE REGRESSAO POLINOMIAL

Y =By + B X+ Lo X+ 4B X

ANOVA (regressao polinomial)

FONTE SQ GL MQ Fparcial
regresséo X * 1 SOM % T
X2/X * 1 SQMX7 L
1
*
e | | e e
1 |SQM . /| F(Ln—k—-1)=
1 MQM.,
K/IQR
i k-1 | SQR
residuo Z(Yi_YA')Z n-k-1 SR/
TOTAL 2| n-1
5[

* formulas iguais as ja citadas.
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MODELO DE REGRESSAO LINEAR
Y =f, + f, X

MODELO DE REGRESSAO DE 2a ORDEM
2
Y =6+ X+ S, X

F'Y
¥

4

2

2 110 1 2x

MODELO DE REGRESSAO DE 3a ORDEM

Y =G, + A X +182X2 +183X3

MODELO DE REGRESSAO EXPONENCIAL

Y =, %" ou In(Y) =In(8,)+ (8,X)
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MEDIDAS DE RISCO EM EPIDEMIOLOGIA

doente nédo doente TOTAL
EXPOSTO a b a+b
NAO EXPOSTO C d c+d
TOTAL a+c b+d N=a+b+c+d

Medidas de risco:

a
RP: raz&o de prevaléncias = re= a%
c+d

a

RR: risco relativo ®*RR = a+b 5
c+d

a
OR: odds ratio =»OR = A = ﬂ
% b.c

densidade de incidéncia, incidéncia acumulada.
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MODELO DE REGRESSAO LOGISTICA
BINOMIAL

EXEMPLO

Y =1= DC =sim

Y= doenca coronariana(DC)
Y =0= DC =nao

IDADE DC
SIM NAO TOTAL p=% de sim
20 - 29 1 9 10 0.10
30 - 34 2 13 15 0.13
35-39 3 9 12 0.25
40 - 44 5 10 15 0.33
45 - 49 6 7 13 0.46
50 - 54 5 3 8 0.63
55 - 59 13 4 17 0.76
60 - 69 8 2 10 0.80
Total 43 57 100 0.43

Fonte: Kleimbaum,Klein, 2002.
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Y = variavel dependente; variavel categorica (0,1)

P(Y=1)=x

Y=1
=Y ~ Bernoulli =
PY=0)=1-x

Y=0
E(Y)=Xy,P(Y=y,)=1P(Y =1 +0P(Y =0)=17+0(1-7) = 7

O objetivo € escrewer Y em funcao de X, porem, na
regressao logistica, se escreve a probabilidade de Y como
funcao de X enao Y.

z(x)=E(Y /X =x)

Quando a f (x) e uma funcao linear, tem - se que

eﬂ0+ﬁlx 1
7Z'(X) = BorPIX _(ﬂo+ﬂ1x)

l+e 1+e

Fazendo - se a transformacao para o logito de 7(x),

|{i§%ﬁ=m+mx
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SUPOSICOES

1. Y € uma variavel dicotbmica (0,1). A extensao
para outras variaveis categoricas ndo sera vista
neste curso.

2. Osvalores de Y séo independentes.

E(Y)=z(x)= E(Y)=#(x)+¢
£ =erro = residuo

1-7(x), se E(Y) =1,
[com prob. z(x)]
& ~ Binomial , pois & =+

—z(x), se E(Y)=0,
[com prob.1- 7z(x)]

=0

S2 = {z(xf1- z(x)]} - variancia n&o é constante

4. A covariancia entre dois erros quaisquer € zero.
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ESTIMATIVA DOS PARAMETROS B;

Na regressao logistica € utilizado o Método da

Maxima _Verossimilhanca para se estimar o0s
parametros f3; .

De uma maneira genérica, pode-se dizer que o
método da maxima verossimilhanca fornece os valores
para 0s parametros a serem estimados, 0s quais
maximizam a probabilidade de se obter o conjunto de
dados existente,

Para se aplicar este metodo, em primeiro lugar
precisa-se definir a funcdo de verossimilhanca. Na
situacdo em que a variavel dependente € dicotbmica,
tem-se:
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_ 0
Seja’y :{1 =

eﬁO"'ﬂlx

ﬁ—ﬂu) - P(Y=0/X)

- 1+ e—(ﬁo+ﬂ1x)

1
\”(X) - 1+ e—(ﬂo+ﬂlx)

- P(Y =1/X)

para um arbitrario valor de S =(8,,5,) =

A funcao de probabilidades de Y é
Y=0,1

_ N (1 )
f(Y)=nl(1-7)"", Onde{izl,z,...n

Assim, para aqueles pares (xi ,1), a contribuicao para
a funcao de verossimilhanca é z(x) e naqueles onde Y, =0, a
contribuicao e 1- 77(x).

A funcao de verossimilhanca e definida pelo produto dos
termos dados acima, ié

(9)-fureo

No entanto, e mais facil maximizar o In {L(ﬂﬂ

In{L(éﬂ = g[yi In(z;)+(1-y;)In(1-7;)]

64
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Para encontrar os valores dos Bi que maximizam

a funcédo acima deve-se derivar {In L(,Bﬂ em relacao

a cada um dos i e igualar a zero. Como estas
equacOes nao sao lineares, sao necessarios métodos
interativos e sua solugcdo nao € facill Porem os
softwares fazem isso por nos !

Sy, -a(x)] =0

1

As equaclOes sao:<e

anxi [Yi _”(Xi)] =0

Li=1

Estas sdo as chamadas equacOes de
verossimilhanca.

Normalmente as saidas de computador fornecem
nao so os valores dos B;, mas, também, os respectivos

erros padrao (SEg). Os valores dos SEg serao

utiizados para os testes de significancia dos
coeficientes e para o calculos dos respectivos
intervalos de confianca.
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No caso do pior modelo (modelo s6 com fo), 0
logaritmo da funcdo de verossimilhanca pode ser
calculado por:

In[L(,B0 )] = nl.ln(nl) +1, In(no) —nln(n)

onde: Nni: numero de casos de Y=1
No: numero de casos de Y=0
Nn=n1+no= total da amostra
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TESTES DE HIPOTESES

Na regressao logistica a comparacdo entre o
valor observado e o valor predito pela regressao nao é
feita através da ANOVA, mas é baseada no logaritmo

da funcéo de verossimilhanca ja definida {In L(ﬁﬂ.

1. Teste darazao de verossimilhanca

E feita a comparacdo entre a funcdo de
verossimilhanca dos valores observados na amostra e
a funcéo de verossimilhanca do modelo saturado. O
modelo saturado ¢é aquele que contém tantos
parametros quanto o numero de pontos da amostra
(ex: ajustar uma linha reta com 2 pontos).

D = deviance
D = —2{In[ L(modelo reduzido)]| - In[ L(modelo saturado )]} =

L(modelo reduzido )
L(modelo saturado )

A\ J

-~
razé de v erossimilhang a

D=-2In
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Para verificar a significancia de uma variavel
independente, compara-se o valor de D com e sem a
variavel independente na equacédo. A mudanca de D
devido a inclusao da variavel independente é:

G = D(para 0 modelo sem a variavel )— D(para 0 modelo com a variavel )

L(mod.sem variavel ) L(mod. com variavel )
G=4-2In —2In
L(mod elo saturado ) L(mod elo saturado )

G- —2In{ L(modelo sem variével )}

L(mod elo com variavel )
G ~ y2 — para o teste de significancia de 1 variavel com 2 categorias

1.1. no caso do modelo univariado:

H,:,=0
1.2. no caso multiplo

Utilizar o teste da razao de verossimilhanca para
verificar a adequacdo do modelo como um todo, ié:

{Ho:ﬁ1:ﬂ2:---:ﬁkzo

H, :0 modelo é adequado, ieexiste peloum g =0

G ~ y/ ,onde k: numero de 3's do modelo
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2. Teste de Wald

Para testar a significancia de cada coeficiente,
utilizar o teste Wald:

(@)
h>
o

h
o

W A ondeW, ~ N(0,1)
SEp
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ESTIMATIVAS DAS MEDIDAS DE RISCO

1.Estimativa da odds ratio (OR) a partir
do modelo de regressao logistica

chance: PI‘Ob(Y :1) _p
Prob(Y =0) 1-p

pxlzl
— Py, g (BotA(Xy =1+ B X oot B X )
OR(Xl): pX _0 - e(ﬁo+ﬂ1(X1=0)+ﬁ2X2+ ------ +B X))
1- Pyx,-0

e(ﬁo+ﬁ1+ﬂzxz+ ------ +ﬂkxk)—(ﬁo+ﬂzxz+ ------ +ﬁkxk) — eﬂl

2. Intervalo de Confianca

N

IC(1 ) %(IB) IB E/;vi

no caso da OR, "exponenciar" o IC(,B)
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3. Calculo do RR

Vamos supor o caso mais simples em que a
variavel dependente X é dicotdbmica. Entéo,

1
nn_ Prob(Y =1/X =1) _1+exp” Y 1sexp ¥

~ Prob(Y =1/X =0) 1 “lrexp A
1+exp A+Ax0)

logo,

H,:8, =0 H,:OR(X,)=1< H,:RR(X,)=1

Logo, a hipOtese avaliada no teste de Wald é:

H,: 3 =0 & H,:0OR(X,)=1< H,:RR(X,)=1
Ha

. #0 < H,:0R(X,)#1< H,:RR(X,)=1

W, = b ,ondeW,_ ~ N(0,1)
SE%
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Analise dos efeitos de confuséo ou
interacao naregressao logistica

YA
l1-p

In( pj ﬁ0+181 +182X2+IB3X1'X2

Outra maneira de testar interacdo: criar uma 3a.
variavel (Z), que é a combinacao de X1 e Xo.

Xl X2 / Zl ZZ ZB

(@)

=

=

=

o
ol o O
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MODELOS DE REGRESSAO LOGISTICA

e Nao condicional: estudos transversais, coorte e
caso-controle ndo pareado

e Condicional: estudos caso-controle e outros onde
haja pareamento. Nestes casos, no banco de dados
devera existir a variavel

ANALISE DOS RESIDUOS
1. Estatistica do y2 de Pearson

2. Teste de Hosmer-Lemeshow

—————————— Hosmer and Lemeshow Goodness-of-Fit Test-----------
LOW =0 LOW =1
Group Observed Expected Observed Expected Total
1 35.000 34.180 3.000 3.820 38.000
2 25.000 26.537 9.000 7.463 34.000
3 29.000 29.743 10.000 9.257 39.000
4 16.000 14.736 6.000 7.264 22.000
5 10.000 9.460 7.000 7.540 17.000
6 8.000 9.877 12.000 10.123 20.000
7 7.000 5.466 12.000 13.534 19.000
Chi-Square df Significance
Goodness-of-fit test 2.3862 5 7935

REG - MARIA DO ROSARIO D.O. LATORRE - 2026



